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П Р И Б Л И Ж Е Н И Я  Ф У Н К Ц И Й  К Л А С С А  1К£([0,1]2) 
БИ Л И Н ЕЙ Н Ы М И  Ф У Н К Ц И Я М И
Первый результат по приближению билинейнными функциями был по­
лучен Е. Ш мидтом [1], который в 1907 г. нашел наилучшее приближение пе­
риодической функции двух переменных суммами произведений функций од­
ной переменной в 7 2^. В. Н. Темляковым в ряде работ (см., например, [2,3]) 
найдены порядки приближения тм г {Р)р классов Е  периодических функций 
многих переменных билинейными функциями для классов Н д и
N Н г периодических функций, определенных ограничениями на соответству­
ющие частные производные или ограничениями на соответствующие допре­
дельные разности. Такие оценки им получены [4] также в различных смешан­
ных нормах для анизотропных классов Соболева и Никольского.
В работах М.-Б. А. Бабаева [5-7] изучен вопрос о скорости приближения 
функций соболевского класса 1¥ р ( 1 т) в метрике Ь д(1т) билинейными ф унк­
циями порядка М  при 1 < р < б / < о о и М —)>оо.
В настоящей работе эта задача рассматривается в случае т  =  2 при 
0 < д < о о , 1 < р < о о .  Доказательство основного результата, вытекаю­
щего из результатов полученных М.-Б. А. Бабаевым, и сформулированного в 
теореме 6.1, в отличие от методов М.-Б. А. Бабаева конструктивное и его лег­
ко реализовать в виде вычислительного алгоритма для каждого М  и каждой 
функции / ( х ) Е 1¥ р ( 1 2 ). Идея метода, предложенного в данной работе, и 
формулировки результатов были опубликованы автором в работе [8].
1. Полиномиальные билинейные ф ункции,
связанные с разбиением квадрата на прямоугольники
Пусть на квадрате [0,1] х [0,1] =  / 2, где I  =  [0,1], задана функция / ( х ) =  
=  / ( ж 1,Ж2) Е Е ^ Д /2), где 1 < р  < оо; а  -  натуральное число; х  =  (ж цж г)-  
Через О м  обозначим множество всех билинейных функций вида:
м
9м (х)  = ^2<р3(х1)'ф3(х‘2)’ (1Л)
8 = 1
где <р8(х1),ф8(х2) € Ь д [0,1]. Ясно тогда, что С м  С Ь д (12).
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Разобьем квадрат на К  прямоугольников следующим образом. Сначала 
отрезок [0,1] на оси О х 2 разобьем точками { х 2} ^ 0 на промежутки. По опре­
делению полагаем х 2 =  0 , х 2 =  1,
А х ъ2 = {хг2 1, х г2\ (г =  2 , 3 , . . .  ,АГ) и А х \  =  [х1,х\].
Длину каждого промежутка обозначим, как обычно, — х \ — х г2 1
(г — 1 , 2 , . . . ,  А/^ ). Пусть =  { А х 2} ^ 1 -  совокупность всех промежутков. 
Затем каждой точке множества поставим в соответствие разбиение
Г Л  ^промежутка 0 < х \  < 1 точками < х Зи > (г =  1, 2 , . . .  , АТ) на А  ^ промежут-
I 3 7=о
, л  
Ч
ков А х 3и . Причем х ^  =  0, х ^ г =  1 при г =  1, . . .  , АС Кроме того, полагаем
Дж{. = Д.] ? Д Д . = (Д. \  Д . дЛя = 2,3,..., М  и
(д =  1 , . . . ,  А^). Обозначим через Д  прямоугольник
Пг =  { ( ж Ь Ж2) |0 <  Ж1 <  1,Ж2 е  А ж Д  ,
а через П д -  прямоугольник
Ц г  =  | ( Ж 1,Ж 2 ) |Ж1 Е Д ж - у  ж 2 Е Д ж з )  •
Ясно, что
С  Л'г =  Пд (г =  1, 2 , , ./V), у щ  =  7 2 .
.7 = 1 г=1
Кроме того, отметим, что
А х и   /Д   /Д ^— Х и
П . . П П  _  /  Ю  ПРИ 3 = з'  И * =
^  г [ 0  при  ^ Ф Ф И ЛИ  % ф ъ1.
Отсюда следует, что множество прямоугольников {Пд} является разбиением
основного квадрата 12. Легко видеть, что число элементов разбиения равно
N
сумме К  =  Обозначим построенное разбиение через Я ^ \
=  № 1^ 5 = 1  (1.2)
Зададим теперь на каждом прямоугольнике П д фиксированный много­
член степени I =  а  — 1 по совокупности переменных:
(ж) =  X /  х к ’
/с||/с|</
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где для мультииндекса к =  (Ад, А )^ Е под нормой |А;| понимается величина
|А;| =  Ад +  к2 и полагается х к =  Таким образом, в развернутом виде
Ри^  (х ) можно записать так:
(1.3)
0</С1+/С2</
Зададим на квадрате 12 кусочно-полиномиальную функцию Т к  (ж), сов­
падающую на каждом прямоугольнике П д с выбранным многочленом (1.3).
Л емма 1.1. Пусть Я ^  -  разбиение квадрата 12 на N  полос Щ прямыми, 
параллельными оси О х \ ,  с последующим разбиением каждой полосы на про­
извольное число прямоугольников Пр  =  1 , . . . , Л^) .  Пусть Т к (х )  -  
кусочно-полиномиальная функция, заданная на разбиении Я н а  каждом 
прямоугольнике Пр, совпадающая с некоторым многочленом Р п^ ( х )  (1.3) 
степени I =  а  — 1 по совокупности переменных. Тогда Т к  (х) принадлежит  
классу О м  билинейных функций вида (1.1), где М  =  N(1 +  1).
Доказательство. Пусть %п ч ~ характеристическая функция прямоугольни­
ка П д, определенная на квадрате 12:
Ясно, что тогда функцию Т к  (х ) можно представить в следующем виде:
N Щ
(1.4)
i=1 ,7 = 1
где Ри^  (х) -  многочлен (1.3).
Пусть Ха х{ (х ?) и Хд з (Х1) _ характеристические функции промежутков2
Д ж | и Д.:г(( соответственно,
ж2 € Д ж |,
Ж2 € / \Д ж |,
Ж1 € Д ж Д
Ж1 е  / \Д ж Д
Тогда для любого ж £ I 2 имеют место равенства XII,, (х ) = Хах \ (:/;2) , 
Хд-д С Д ) х  =  (жх, Ж2) и, следовательно,Х1г
Т к  (х) = У  У  Хах% (ж2) ХдД, {х\ ) Рцз1 (X) . (1.6)
 ^ 1г
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Преобразуем сумму в (1.3) следующим образом: для каждого А < I выде­
лим те слагаемые в сумме, для которых к\ +  &2 =  А, тогда
Рпц(х) = 53 53 = 53 53 С\-к2^ 2х1 к2Х22 =
А=0 к\  +/с2=А А=0 /с2=0
I I I 1 - к 2
— т л_/с2Л 2 _  Л 1 Л 2
— 2_  ^ 2_  ^{-У Х - к 2 , к 2 1 2 — 2_  ^ 2^°^1А;2Ж1 Ж2 •
/С2=0 Х=к‘2 /С2=0 /С1 = 0
Заменяя многочлены в представлении кусочно-полиномиальной функции 
(1.6) их последними представлениями, получим
ТУ ТУ; I 1 - к 2
Т к  (х) =  У ]  5 3 * Д Ц  Ы  Х д ^ .  ( Щ  5 3  1 3  Ск\к2хк1 х 2 •
г=1 ,7 = 1 к2 =0 /с1=0
Изменив порядок суммирования по переменным  ^ и &2, найдем 
ТУ I ТУ* 1 - к 2
т К (х) =  53 53 53 53 хд®*2 (Ж2) * д д  (ж1) с 11к2х 11 х 2 =
г—1 /с2=0 ,7 = 1 /с1=0 
ТУ I ТУ; 1 - к 2
=  53 53 хд**2 (ж2)^ 2253 (Ж1)
г=1 /с2=0 ,7 = 1 /с1=0
Если теперь положить
ТУ; 1 — к2
4>к2,г (®1) =  5 3  5 3  4 ^  ( Ж1) С к \ к 2Х \ к  гФк2,г Ы  =  ХДх* Ы  ®£2 ,
^ =  1 /с1 = 0
то окончательно получим
ТУ I
т К (х) = Е Е  <Рк2,г (Х\)фк2,1 (х2)•
г=1 /с2=0
Следовательно, Т к  (х) Е С м  ПРИ М  =  АГ(/ +  1). Лемма доказана.
Функции вида Т к  (х) естественно называть полиномиальными билиней­
ными функциями степени I.
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2. Оценка уклонения функции от многочленов степени I =  а — 1 
на прямоугольнике
Пусть т\ и 72 -  целые неотрицательные числа. Оператор дифференциро­
вания определяется равенством
д\т\
° т = д х ^ д х ? '  (2Л)
где т =  (т1,т 2) и |т| =  т\ +  т2.
Напомним определение класса ]¥р(12) для целых < т > 1 и 1 < р < о о .
При р  < оо функция /  (ж) Е П ^ ( / 2), если она интегрируема в р -ой степени 
на 12 вместе со своими обобщенными производными порядка а  [9, с. 34].
При р = оо функция /  (ж) Е если она вместе со своими обобщен­
ными производными порядка а  существенно ограничена на / 2, т. е. 
/  Е И ^ ( / 2), если каждой обобщенной производной И п/ ,  п  =  (п]_,п2), 
П1 +  п 2 =  <т, соответствует число А  такое, что неравенство |74п/  (ж) | < И 
имеет место почти всюду на I 2.
Норма элемента /  пространства П ^ ( / 2) при 1 < р < оо определяется 
следующим образом:
где при 1 < р < оо
ГГД(/2) — 11/ 11ьр(/2) +  Н/Ньщяр (2-2)
\ 1/р
,(р)  =  ^  г * )
23 !  \От!(х)\0<1х
1 /р
ч | т | = а  / 2
а при р = оо
Ьоо(Я) =  е$5 8ир { | / ( ж ) | } ,
х а 2
^ ( 1 2) =  655 вир ^ 2 \ О т/(х) \ .
хе12 \т\=а
Известно [10, с. 70,72], что если /  Е У/р(12), д > 0 и ^  — ^ +  § > 0 ,  то 
/  Е Ь д(12). Так что для таких д > 0 величины | | /  — р м ||щ (/2) конечны для 
всех функций /  Е 1¥ р ( 1 2) и функций дм  вида (1.1) и задача о наилучшем 
приближении функций /  Е 1Т Т (/2) классом О м  имеет смысл.
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Пусть П -  прямоугольник со сторонами, параллельными осям координат, 
П С I 2 и |П| -  площадь прямоугольника П. Аналогично только что введенным 
нормам в пространстве W //( I 2) определяются нормы в пространстве W //(П):
ll/llw“(n) = ll/IİLp(n) + 11/11ь«(п)- (2-3)
Пусть А -  квадрат со сторонами, параллельными осям координат, вло­
женный в 12. В [11, лемма 3.1] доказано, что при ^ § для любой функции
/  E W p ( А) существует многочлен (Ра / )  (%) степени I (а — 1 =  /), такой, что 
для каждого х  Е А имеет место неравенство
I/ (х) -  (PAf)  (X) | < С|Д| *-p||/||L?(д), (2.4)
где С  не зависит от ж, / ,  А, т. е. С  =  С  (р, а).
Интегрируя q-ую степень, 0 < q < оо, правой и левой частей последнего 
неравенства по квадрату А и затем возводя правую и левую части в степень ^ , 
получим
11/-Тд/||М д) < С |Д щ Щ ||/|Ц (д), (2.5)
где 0 < ^ < Ş ,  ^ < 1 ,  0 < д < о о .  В [11, лемма 3.2] установлено, что при Ş < 
< ^ < 1 и ^ -  g < f  Для ЛК)бой функции /  E VF^(/2) существует многочлен 
(Ра / )  (%) степени I =  а  — 1 такой, что имеет место неравенство
II/ -  Т д /Н м д )  < Г | Д | " Л + Ц / | | ^ (д). (2 .6)
В трех последних неравенствах С = С (р, q , а ) -  константа, не зависящая 
от А и от / .
Объединяя оценки (2.5) и (2.6), замечаем, что при всех р, 1 < р  < оо и
0 < п < оо таких, что выполняется неравенствоq р z
II/ -  Тд/1к9(Д) < Г|Д|"Л+Ц/||^(д), (2.7)
которое при А =  I 2 имеет вид
II/ — P p f \ \ Lq(P) < c ||/I İL ?(/ 2). (2 .8)
Л е м м а  2.1. Д лл каждой функции /  (х) Е ( / 2) и каждого прямоуголь­
ника П =  [ay&ı] х [02 , 62] С I 2 существуют многочлен (Р ц /)  (х) степени
1 — oı, — 1 и константа С  =  С  (р, g, а ) < оо такие, что при любых р ,
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1 < р  < оо; и любых д, удовлетворяющих условиям  — § ; 0 < д < о о ;д р I
выполняется неравенство 
^.ттч<Г71П[1Р п П ь я( п ) С \ \ * - Рх
\ V Р
1 1 и  Е  \ В Л ( Х) П Ь г - а ^ ( Ь - а 2Г ^ Х1ахЛ  , (2.9)
Т1+Т2=а
а при р  — сю неравенство
Рп1\\ьч(и) < С Д Д е ^ э и р  ^  |£>т /  (ж) | (61 -  а Д Т1 (Ь2 -  а 2)Т2. (2 .10)
| т | = а
Доказательство. Пусть П =  {х  =  (ж1,Ж2) |«1 < яд < Ь]_,а2 < Х2 < ^2} С / 2. 
В силу (2.8) для любой функции д (х) Е \¥р ( / 2) при 1 < _ р < о о и ^ >  
> -  — 0 < д < оо, имеется многочлен (Рд) (х) степени I =  а  — 1 такой, чтор 2
/ Л 1 »  к )  -  ( р « >  ( « )  г « )  * <  о  ( Г  / ‘ £
яо яо /  V | |\  М=а
« 2
(2 .11)
Д ля любой функции /  (х) Е ИД ( / 2) рассмотрим ее сужение на прямо­
угольник П и положим в (2.11)
9 (О =  /  (®1 (О ,®2 ( О ) , (2 -12)
где Ж1 =  Ж1 (6 ) =  (ф -  а Д Д  +  ах, х 2 = х 2 (6 ) =  ( 6  -  а 2)£ 2 +  а 2, (жцжД Е П, 
(6 , 6 ) € / 2-
Ясно, что функция д Е ИД ( / 2) . Д ля  такой функции 3 (6 , 6 ) в интегралах 
неравенства (2.11) сделаем замену переменных (2.12). Так как якобиан
д ( 6 , 6 ) 1
Т>(жь ж2) (ф -  аД  (Ъ2 -  а2у  
пт 9“ / ( ж 1 ( 6 ) , ж 2 (6 ) )  да/ ( х 1, х 2)
В я { ( )  = -------------------------  =  ах?8х?  №1~ 01) № г “ “ 2) ’ <“  =  И ) ,
и многочлен (Рд)  (£) перейдет в многочлен степени I по совокупности пере­
менных яд, Х2 (обозначим его через ( Р / )  (%)), то в итоге получим неравенство
гЪ\ гЬ2
/  /  | / ( ж ) - ( Р / ) ( ж ) Г
л ал «/ ао
бх\бХ2 <
ГГ х• J а2 |т |= а< с да /  (х)<9жД д х Т2 ( 6  -  а Д Т1 (6з -  а 2)
(&1 -  аД  (Ь2 -  а2)
р й х \й х 2Т2
(ф -  аД  (Ь2 -  а 2)
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Умножив правую и левую части этого неравенства на ((61 — а\)  (62 — ^ 2 ))^ 
и вынося в правой части множитель ((61 — а{) (62 — о>2))~1^ р за знак интегра­
ла, получим неравенство (2.9). Лемма 2.1 в случае 1 < р < оо, 0 < д < оо 
доказана.
Отправляясь от неравенства (2.8), которое при р  =  оо записывается для 
функции д (О € ( / 2) в виде
I\ д ( 0 -  (р Л  (011 ьч{р) < Те«« эир Е
^ 12\т\=а
дад ( 0
д ( £ д &
аналогичным образом получим неравенство для р =  о о , 0 < д < о о .  Оценки
(2.9), (2.10) при д =  оо выводятся аналогично. Лемму 2.1 можно считать 
доказанной.
3. Оценка уклонения функции от билинейных ф ункций, 
связанных с любым заданным разбиением квадрата
Оценим сверху величину приближения в Ь д ( / 2) функций /  (х ) 6 И ?  ( I 2) 
билинейными функциями дм  {%) Е б?м С Ь д ( / 2) при М  > а , построенными 
по заданному разбиению в соответствии с леммами 2.1 и 1.1.
Выберем пока произвольное разбиение Я ^  квадрата / 2, как указано при 
построении разбиения (1.2). На каждом прямоугольнике П д =  А х ^  х А х 2 
этого разбиения выберем многочлен (Р п ^ /)  (х ) =  ( ^ г / )  (ж) в соответствии с 
леммой 2.1. Тогда по лемме 1.1 функция
N Щ
Т к  (х) =  Е Е * ПЯ (х) ( Д г / )  (х) = д м  (х, / )
1 =  1 3 =  1
есть функция класса (7мП (^2)> гДе М  =  ТУ (/ +  1). А по лемме 2.1 при 
О < д < р  < оо выполнено неравенство
II/(ж) -  (Д г /)Ю  11^ (11, <
| П Д Н Л ( 7 /  Е  1 ^
V  ^ЛдТ1+Т2=а,
/ ю г н
Т1 Р
| А 4 | Т 2 Р  с 1 х 1 ( 1 х 2
Поскольку для любого т (т1 +  Т2 =  а) имеем
ю т/ ю г <  Е  1 ^ / ю
/Д+/С2=а
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уклонение многочлена ( Р ^ / )  (х) от функции / ( х ) можно оценить так:
и  №  -  ( Р ц т х у ц  ^  < &  \ щ \
/
/ /  £  Е
уП^ Т1+Т2=а \к1+к2=а
О к/ ( х ) А Д
Т 1 Р
| А 4 | Т 2 Р  с 1 х 1 ( 1 х 2
[ [  У  в к 1 ( х ) Р(1х 1(1х  2
I ТТ /С1+/С2=а Т1-)-Т2—СУ\ 1Цг
\
Дят?1г Т1Р 1а 4 Г 2Р
Д ля сокращения записи введем обозначение
5 ]  |р Ц ( Д  =  А Щ Ц ) .
\к\=а
Тогда последнюю оценку можно переписать в виде
(3.1)
II/(я) -  (РД) (ЧНУ(п,г) < с * \ П э ^ - &  X
х I у ]  | д д
\Т1+Т2=СУ
Т1Р\ А х Ь Г
' Л
(х) (IX
Учитывая монотонность взвешенной нормы М р (а) и нормы ||-||^ относитель­
но параметра р [12, с. 41,43], при р > 1, д > 0, р, д Д оо сумму по мультиин­
дексу т =  (71, 72) в последнем неравенстве можно оценить сверху величиной
С (а ) У  |АжН 1Я\А х 2
\т\=а
Т2Я 
1 5
где С (а) < (а+1Ка+2) ПрИ р < д и С (а) =  1 при q < р.
Суммируя полученные оценки для всех П д, в итоге получим оценку
I I /  ( X )  -  дм  ( X ,  / ) | | « 1 ( , 5 )  =  £ £  I I /  -  « . / ( Щ ^ п , , ,  <
ъ=1 3 = 1
N  Щ
 ^с’ I ЕЕ Е И.
1= 1 3 = Ц т\= а
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т. е. оценку
II/(ж) -  дм (ж,/)\\Lq{I2 } <
N Ni
s с I Е Е  Е  Н -
i=l j=l\r\=a
, т , + | Д 4 | (Т5+* ^ > f  f  D a p^f  (х )
J Jan
dx
(3-2)
где С = С (р, q, а) не зависит от /  ( х ) , АТ, А  ^ и, следовательно, от М .
Аналогично при 0 < д < р  =  о о с  помощью леммы 2.1, а также оценки
|Ят/ ( ж ) | <  £  |л*/ (ж)|  =  А Щ ( ж )
^1+^2=«
и оценок [12, с. 41,43]
S  |Аж1
|т |= а
Т1
А Д  Г2 |А ®1*
|т |= а
riq
\А х i |Т29
где А  =  (а  +  I )9 1 при q > 1 и А =  1 при 0 < q < 1, получим
II/(ж) - 0м ( ж , / ) | | £ в <
ЛГ Ni
^  C iY l  Й  I ]  |А ®1<
г=1 J = 1 |т|=а
| Д Д | (Т2 + «)9еЗв SUP (Da, l f  (x))Q ■
xEH j
Итак, при 0 < q < p  =  oo оценка (3.2) превращается в следующую: 
II/(ж) -  дм  ( ж , / ) | Щ /2) <
(т1 +  9 )'? I д А \(т2 + ^ )д
N  Ni
s Л  Е  Е  Е  Дн
Jr|= a  г - 1 J = 1
А Д Г ’* ' 9' | л а д /  (ж)|11/оо(Пя) I , (з.з)
где Ci = С  при 0 < q < l n C i  = (a-\- l ) q 1 С  при q > 1.
В случае р = q = ос имеем
| | / (ж) - ш ( ж , / ) | | Ьоо(/2) =  max max |f  (х) -  (P ji f)  (x)\ <
l < i < N
< C  max ess sup \DT f  (x)\ 
1 < J< ^ , *Grr ^
l < i < N \ r \ = a
A x i1 г | Аж'
г |т2
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Таким образом, неравенство (3.2) при р =  ц =  оо превращается в следую­
щую оценку:
II/(ж) - 9 m (xJ ) \ \ Loo(i2) Axii 1 |А4 |Т2 И^д/Ньос^-О •
М=а Г<г<я’
(3.4)
Суммируя полученные оценки, получим следующую лемму.
Л е м м а  3.1 . Д л я  любого разбиения R ^  (1.2) квадрата I 2, любой функции  
f ( x )  е  w ?  ( / 2) функции д м ( х Д )  С G m , определяемой на каждом прямо­
угольнике Ilji Е по функции f ( x ) в соответствии с леммой  2.1, справед­
ливы оценки (3.2)-(3.4).
Таким образом, при 0 < g < оо, 1 < р < оо задача оценки величины
E h f ( ( f ,g ) q =  inf | I I /  -  I 5м  G <?м n  L q ( I 2)}
для каждой функции /  (x) E Wp ( / 2) и каждого M  > а  при HZ’||^«(z2) Ф 0 
сведена к задаче минимизации правой части неравенства (3.2) при 0 < q < оо, 
1 < р  < оо, неравенства (3.3) при 0 < д < р  =  о о и  неравенства (3.4) при 
р  =  q =  оо соответственно по всевозможным разбиениям (1-2) квадрата 
I 2 с фиксированным числом N  интервалов А х г2. В случае ||Z II^ «(z2) =  0 все 
тривиально: Е Д (( / ,  р) =  0 .
4. Конструкция разбиения квадрата на полосы
Пусть П х )  е  УУ«{12), | | / | и Я) Ф 0. Случаи р < оо и р =  оо рассмотрим 
отдельно.
С л у ч а й  А :  0 <  д <  оо, 1 <  р  <  оо. Д ля оптимизации разбиения 
М )  (1.2) при 0 < ц < оо, 1 < р < оо разбиение отрезка 0 < х% < 1 
выберем из условий
( Д - Д - 1 ) ^  р+а)ч ^  _ ^ ё х 2 ^  D a:Pf ( x ) d x ı Sj  =
= Р Е  <2К (г =  1, 2 , . . . ) ,  (4.1)
где 0дг =  N ~ ( 1+qa  ^ и х 2 =  0, В а р^/ ( х )  определено в (3.1).
Условия (4.1) представляют собой рекуррентные уравнения для последо­
вательного определения точек х 2, х \ ^ . . . .  Рассматривая левую часть (4.1) как
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функцию ^(ж^)  (ПРИ Уже выбранном х г2 1, х 2 1 < х 2 < 1), видим, что вели­
чина [Дж^]^ строго возрастает с ростом х 2, второй множитель пред­
ставляет собой неубывающую функцию от ж|, а значит, вся функция ^г(ж^) 
возрастает (может быть, нестрого) от нуля (при х 2 =  х г2^ 1) до величины
Ft( 1) =  (1 -  4 " 1) (e v+a)q d x 2 jT 1 D a,pf ( x ) d x ^ j  Р .
Заметим, что если найдется точка Д 0 € (Д - 1, 1), для которой
Д м  Г1
/  dx2 D a,pf ( x ) d x ı ф О,
J хг2 1 J О
то на участке ($2(н 1) функция ^ ( ж ^ )  возрастает строго за счет монотонно­
сти |A # 2 İ^ где ^ ^ +  а  > 0 при любых р, д, а , удовлетворяющих
ограничениям 0 < g < оо, 1 < р < о о и < т Е М .
В принципе, после выбора точки х г2 х возможны следующие две ситуации:
а) 0 < Fi(l)  < Q n • В этом случае полагаем х 2 =  1 и на этом шаге закан­
чиваем процесс построения разбиения отрезка 0 < ж 2 < 1.
б) i^ ( l)  > Q n  > 0 . Так как Fi(xг2^ 1) =  0 , Fi( 1) > 0 и Fi(x2) -  непрерывная 
функция от х 2 E [ж^ - 1, 1], найдется точка ж ^ Е [х1^ 1,1) такая, что Fi(x2) =  0 
при з?2_ 1 < х 2 < x 2Çn а на промежутке ( ж ^  1) Функция Fi(x2) будет, в силу 
предыдущего замечания, строго возрастать (в частности, может оказаться, 
что х г20 = 4 -1 ).
Поэтому в случае «б» найдется единственная точка х 2 Е [ж?,-1 , 1], для ко­
торой F i ( x т. е. уравнение (4.1) будет иметь единственное решение 
х 2. Отметим еще, что случай Fi( 1) =  0 (когда при любом х 2 Е [ж?,- 1, 1] выпол­
няется f Xl2_1dx 2 Jq D a p^f ( x ) d x ı  =  0) вкладывается в случай «а», т. е. в этой
х 2
ситуации тоже полагаем х 2 =  1.
В силу изложенного при i =  1 (когда ж -^1  =  х 2 =  0 по определению) най­
дется единственная точка х \  Е (0,1), удовлетворяющая соотношению (4.1). 
Действительно, при N  > 1 имеем i* ı(l) =  Л/^1+<?а^ (Злг > Q n , a из предпо­
ложения ||/ |İ£ a (/2) 7  ^ 0 следует, что ^Дж^), начиная с некоторого места х 20
(0 < х 20 < 1), строго возрастает (если х 20 > 0 , то на участке (0 , ж^0) будет
щ д щ о ) .
Далее, найдя точку x 2l определим затем при х \  < 1 из условия (4.1) точку 
х \  > жЗ>, затем при х \  < 1 из условия (4.1) найдем точку х \  > ж|, и т. д. Будем 
продолжать этот процесс, пока он возможен. Покажем, что он не может быть 
бесконечным.
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Действительно, для точек х 2 1, х 2, удовлетворяющих (4.1), очевидно, име­
ем 0 дг < (х2 — ж2_1) ^  откуда
( 4  -  4 “ 1) >  > о,
т. е. длина каждого такого промежутка А х 2 С [0,1] больше некото­
рого £дг > 0 , и, значит, на [0 , 1] таких промежутков, попарно прилегающих
друг к другу, может быть только конечное число. При этом процесс постро-
(2 ) —  ения разбиения может закончиться по той причине, что последнее, 7У-е,
из уравнений (4.1) будет иметь решение х 2 =  1 либо будет неразрешимо. 
В последнем случае положим х 2 =  1 волевым образом. Так что всегда бу­
дет х 2 ~1 < 1 и при г =  N  вместо соответствующего равенства (4.1) будет 
выполнятся неравенство
Л  N - 1 ^ 1  1+а д^( х $ - х %  : )
Используя неравенство Гёльдера
X] \аМ  < ( У
В а,р/(х)<1х1 < <2лг- (4.2)
\Р1 \ { у  1&*191) ' г1 > ГДе — + — = Ри Чг > 1,Р1 Я1
можно доказать, что система (4.1) будет иметь не более N  решений:
_  1 N  < к .0 < х \  < < < = 1,
Докажем это. Действительно, выбрав 
( | _ Р +а
7 =
д + а
< 1 (у > 0 , так к а к  > 0 , а  > 1)
д р
„N-1для точек х \  < х \  < • • • < х 2 1, полученных из условий (4.1), имеем 
— Ту-  1N-1
ж - 1 = Е 1 = Е 1Да:! П д й Г
г=1 г=1
7У-1
= Е  1Аж
( / 7 . ^ / 0  О а,р/(х)йх1
- о
-ЛГ-1
V^  г=1 А х ■
.г I7 О а>р/(х )йх1
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Показатель р\  в неравенстве Гёльдера возьмем равным р\  =  ^ (р\  > 1 ) ,  тогда 
qı находится из условия ^  +  ^  =  1 и очевидно, что ^  =  1 — 7 , а
1 1 А  ^
91 = 1---- =  ТГ~1— = Р “ + а >'
1 ~'У (? -? + « ) ч
Я
Теперь, оценивая величину N —1 при помощи неравенства Гёльдера, получим
Ov-i \  VT /77-1 /  -г« „1 \  t t t V X  ^
х | у :  | Д 4 Г  ) [ у :  [ ( ' t e l  [  D a p f ( x ) t e i \
^V-l \ "1  w -l , жг ,
g | « r )
 l _ Z ^ - 1 \  7 / " - 1 /-4 4
+aq ( ^ f -1) 7 ( j  dX2 f 0 Da’pf(x d^xi
7  ( n -  1 ,,1 \  P<1+ “ 9)
D a,pf ( x ) d x i
= Q 1+aq
По построению x 2 1 < 1 ,7  > 0, поэтому получаем
N  -  1 < Q 1+aq Ц 1 dx2 £  D a,pf ( x ) d Xl 
Подставляя вместо Q N его значение из (4.1), получаем
N
  f  f  f  , x \  Р ^ + а я) (  Г  Г  \  p{ 1+aq)
N  -  1 < 0  Ar I j J  D a# f ( x ) d x  j  I j J  D a# f ( x ) d x
= @N1+aq = ( л Н 1+° ф  1+aq = N ,
— — (2) T . e . N — l < N  или N  < N .  На этом построение разбиения R KNJ в случае
0 < q < оо, 1 < р  < оо закончено.
С л у ч а й  Б :  0 <  д <  р  =  оо. Здесь для функции /  Е ( / 2) положим 
f a ( x 2) = e s s s v p Q<Xl<i D a!i f ( x i , X 2 ), & n = (IV -  натуральное) и
разбиение 0 =  ж® < Ц  < . . .  отрезка 0 < Х2 < 1 выберем, начиная с i =  1 и
ж 2 =  0 , из рекуррентных условий
( Д - 4 _1) ( « +“) ess sup f a (x2) = @qN \\DaAf(x)WL (J2) • (4.3)• -  'Ьоо(Я)
Ж1 < X 2 < x\
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К ак и в предыдущем случае, левая часть (4.3) как функция переменного 
х \  на промежутке [ж|, 1] либо строго возрастает, либо до некоторой точки 
равна нулю, а затем строго возрастает, либо (при % > 1) тождественно равна 
нулю. Действительно, в силу (3.1) Д щ /(ж )  > 0, и потому /Д ж 2) > 0, причем, 
в силу предположения | | / | |ь ^ ( / 2) Ф 0? /<Дж2) > 0 если не всегда, то по край­
ней мере на множестве положительной меры отрезка 0 < ж 2 < 1. Поэтому 
функция f a (x2) —  e s s  s n P x i ~ 1 < x 2 < x i f a ( x 2) к а к  функция переменного х \  не 
убывает. При этом возможны случаи, когда:
а) хотя бы при достаточно малом е > 0 функция f a (x2) > 0 на промежутке 
[ ж Д ^ ж Д 1 +  е) (и тогда /Д ж 2) -  положительная неубывающая функция на 
всем промежутке [жД1,! ) ) ;
б) f a ( x 2) > 0 только начиная с некоторого места жД 1 > жД 1 (и тогда 
/Д ж Д  =  0 на промежутке [ ж Д ^ ж Д 1), а на промежутке [жД1, l)  при ж Д 1 < 1 
функция f a (oc2) положительна и не убывает;
в) f a  (жД =  0 на всем промежутке [жД1, l)  .
Отсюда и из строгого возрастания (/^-ДжД =  (ж| — жД1) легко вы­
текает описанный выше характер поведения при х \  > жД1 всей левой части
(4.3) как функции переменной х \ .
Так как по предположению \\Da^if(x)\\L =  | | /Иь« (/2) Ф то при г =  1
возможны только первые два случая, причем левая часть (4.3) на промежутке 
[ж[],1] возрастает до величины \ \ D a ^ f ( x ) \ \ L ^ ^ l 2 y  Поэтому уравнения (4.3) 
при г =  1 обязательно имеют решение, причем единственное, для которого 
сохраним обозначение х \ .  Ясно, что при N  > 1 имеет место неравенство 
0 < х \  < 1. Пусть точки х \  < х \  < • • • < жД1 уже построены и жД1 < 1, 
тогда точку х \  определяем из i-го уравнения (4.3), если оно имеет решение
(т. е. если величина (1 — жД1) ^ ^ )  ess suP ,p -i<X2<1 f a ( x 2) не меньше правой 
части (4.3)), или, в противном случае, положим х \  =  1. Учитывая, что
(ess  ^ sup fa (x 2))(  Н Л м Л Щ я ))-1  <  1,
Х 2 1 < Х 2 < Х г2
получаем, что для точек ж|, найденных из (4.3), имеет место оценка |Д  4 |  > 
1 __
> 0 Д а(? =  -Д Отсюда следует, что общее число N  построенных промежутков 
конечно и не превосходит N.
С л у ч а й  В :  q =  р  =  оо. Д ля данного случая рекуррентные уравнения
(4.3) естественно заменить на уравнения
( 4  - Д -1 ) “ ess  ^ sup f a (x2) = N - a \\DaAf (x ) \ \Lca{l2), (4.4)
Х \  1 < Х 2 < Х г2
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положив в (4.3) ^ =  0. Здесь опять г > 1, х 2 =  0. Так как а  неотрицательно 
(<а > 1), то функция =  (х 2 — х г^ г) а строго возрастает на промежутке
[ж2_ 1, 1]. Поэтому все рассуждения, относящиеся к случаю 0 < q < р = оо, 
сохраняют силу. Так что и при д =  р  =  оо уравнения (4.4) однозначно опреде­
ляю т разбиение 0 =  х 2 < х \  < • • • < х 2 =  1 отрезка [ОД], где 1 < N  < N  и при 
г = N  соотношение (4.4) выполняется со знаком «меньше или равно» вместо 
знака равенства. Напомним, что в разделе 1 множество А х 2 определялось 
следующим образом А х 2 =  (хг<^1, ХЬ\ (я =  2 , 3 , . . . ,  Ж) и ДжЗ, =  [^2? х 1\'
Теперь результаты, полученные в рассмотренных выше трех случаях, 
можно объединить в следующую лемму.
Л емма 4.1. Пусть  0 < д < оо, 1 < р < оо, <т Е N. Тогда для любой функции  
/  е  ( / 2) и любого натурального N  существует разбиение квадрата 
I 2 на N  < N  полос =  {(яд, Х2 ) | 0 < х \  < 1, Х2 6= Дя^}; я =  1, 2 , . . . ,  N , 
таких, что справедливы оценки
| д Л - + " )  И/11Ч (Я,, <  Л * +” > 11/11я;,/1), (4.5)
где считаем  ^ =  0 ^  =  0  ^ при д =  оо ( соответственно при р  =  оо).
Не рассмотренный выше случай ||/ | |^ а ( /2) =  0, включенный в формули­
ровку леммы 4.1, тривиален, так как в этом случае можно положить N  =  1, 
П 1 =  I 2. Действительно, если | |/ | |^ а ( /2) =  0, то /  (х) представляет собой мно­
гочлен степени I =  а  — 1 по совокупности переменных и можно положить 
дм  (х) =  /  (ж), так что в (4.5) обе части неравенства обращаются в 0.
Отметим, что мы не только доказали существование разбиения 
(АТ < АТ), удовлетворяющего условиям (4.5), но и привели алгоритм его по­
строения. При этом построенное разбиение оптимально в следующем смысле: 
число промежутков А х 2, удовлетворяющих условиям (4.5), здесь минимально 
возможное. Оптимальность обеспечивается тем, что на каждом шаге алгорит­
ма очередная точка х \  выбирается так, чтобы выполнялось условие (4.5) при 
максимально возможной длине промежутка А х 2. При этом соответствующее 
разбиение для всякой функции /  Е ( / 2) при каждом N  единственно.
5. Оптимальная конструкция разбиения квадрата  
на прямоугольники
Оптимальное разбиение Я ^  (1-2) квадрата 12 на прямоугольники будем 
строить, стараясь разбивать оптимальным образом каждую полосу П ^  из 
леммы 4.1 на прямоугольники П ^ .
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С л у ч а й  А :  0 <  у  <  оо, 1 <  р  <  оо. Если Н/Н^хЩ) =  0? т0 саму
полосу возьмем в качестве такого (одного) прямоугольника П ^ . Отме­
тим, что из доказательства леммы 4.1 следует, что этот тривиальный слу­
чай может реализоваться только при г =  N .  В нетривиальном случае, когда 
||/ ||^ а (п ^ ) 05 вначале построим точки х 3и (т\) =  1, 2 , . . . ,  ЛДтх)) для каж ­
дого т\ =  1, 2 , . . . ,  а  из условий 0 =  ^ ( п )  < х н ( т1) < ' ' '  < 1) =  1 и
из рекуррентных соотношений
А Д ( г 1) ( Р /  <1X1 [  Б аф/ ( х ) й х 2 ) =
\ДДД.(т1) ./Дж* у
/ 1  \  р
|Дж2|Т19 ( [  йх 1 (  Щ Щ жЦ ж 2 ] С =  1,2 , . . . ,Л^(п)  -  1). (5.1)
V Jo ./Дж1 /
Здесь опять имеется в виду, что, отправляясь от точки х^{т\) =  0, определя­
ем точку ж{фтх) Е (0,1) из условия ( 5.1) при j  =  1; затем из условия (5.1) при 
j  = 2 определяем точку ж^(тх) Е (ж{фтх), 1) и т.д. Далее будет показано, что 
этот процесс конечен, т. е. на некотором шаге с номером ЛДтД он закончится.
Действительно, рассматривая левую часть соотношения (5.1) при j  =  1 
как непрерывную функцию переменного ж^(тх),  видим, что в
(-£+п)д
силу р > 1 множитель не убывает, причем при т\ =  1, р  > 1 
и при 71 > 1, р > 1 он строго возрастает. Второй множитель, начиная с 
некоторого места ж^°(тх) > 0 , отличен от нуля и возрастает (вообще говоря, 
нестрого) от нуля до числа
Щ р Д Щ ж  2
которое по построению разбиения в разделе 4 только при i = N
может быть равным нулю. Таким образом, при Д ф 0 функция
может быть на некотором участке [0,ж^°(тх)] С [0,1) тождественно равна 
нулю, а затем возрастает до Д (причем при т\ =  1, р > 1 и при тх > 1 стро­
го возрастает). Учитывая, что в правой части (5.1) множитель < 1,
получаем, что при Д Д 0 правая часть уравнения (5.1) меньше Д и, следо­
вательно, уравнение (5.1) при )  =  1 в этом случае имеет решение. В случае 
т\ =  1, р =  1 множество решений может быть точкой или представлять со­
бой замкнутый отрезок, вложенный в (0,1). В остальных случаях при Д Д 0 
и ] =  1 решение уравнения (5.1) единственное. Полученное решение также
106
А. А. Меленцов. Приближения билинейными функциями
будем обозначать через х \ ^ т \ ) .  В случае т\ — 1,  р  =  1 в качестве х \ ^ т \ )  
примем максимальное решение. Наконец, если г =  N  и <7  ^ =  0, то положим 
АДг(т1) =  1 и х\^т\)  =  1, т. е. прямоугольник на более мелкие прямо­
угольники при =  0 разбивать не будем.
Из построения следует, что при Д ф 0 выполнено условие 0 < х\^(т1) < 1 
и, в частности, ЛДтД > 1- Если при этом окажется, что И а/ ( х )  =  0 на 
оставшейся части П ^ , т. е. при х  Е П ^ , < х \  < 1, то положим АДтх) =  2
и х\^ =  1. В остальных случаях левая часть (5.1) при  ^ =  2 как функция 
переменного х\^т\)^ начиная с некоторого места х 2^(т \)  > х\^т\)^ возрастает 
от 0 до величины
|1 - ж Д т ! ) | Н +т11 йх\ I
3 Ах%
Иа,р1(1х2 (5.2)
причем при т\ =  1, р  > 1 и при 71 > 1 возрастает строго. Если величина 
(5.2) окажется больше правой части (5.1), то как при т\ =  1, р  > 1, так и 
при 71 > 1 найдется единственная точка ж^(гх),  удовлетворяющая условию 
(5.1) при  ^ =  2. В случае же т\ =  р =  1 такая точка существует, причем либо 
одна, либо заполняет целый отрезок, и мы возьмем самую правую из них в 
качестве ж^(тх). При этом ж^(тх) < ж^(тх) < 1. В частности, в этом случае 
АДтД > 2. Если же величина (5.2) будет не больше правой части (5.1), то 
положим ж^(тх) =  1, считая АДтх) =  2 .
Будем продолжать описанный процесс, пока это возможно. Покажем, что 
он конечен, т. е. что на некотором шаге ЛДтД очередное уравнения (5.1) при 
] =  АЬ{т\) либо не имеет решения (в этом случае полагаем х ^ Т1^  =  1 и 
вместо равенства (5.1) при ] =  АДтД будем иметь нестрогое неравенство), 
либо его решение равно 1 (т. е. х =  1).
Допустим, что описанный процесс приведет к бесконечному числу точек 
{ ж1г(т1) ] \ =1> А х Н 0 {3 °°)> 0 < ж1г < Г  ж1г_1 < ж1г 0' =  Г  2 • • • )• ТогДа
[  й х х [
«/ О «/ А Ж о
ОО л л
>^ 2 Лх\ I
■=1 J A x { Д п )  * Ах \
Е>а,р$йхг.
В ы раж ая члены последнего ряда из равенств (5.1) (  ^ =  1 , 2 , . . . ) ,  получаем
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отсюда оценку
/ (1X1 О аф${х)(1х2 >
* 0 } А х г2
> | Д Д Г  (  [  (1x 1 [  -Оа ,р/(жЦж2 ) Е ------------------------ I- '
Так как в силу ( — ^  +  т\) > 0 и ДжТ —»> 0 Д —>► оо) ряд справа стремится к 
Тею, полученное неравенство противоречит очевидному неравенству
[  (1X1 [  Б аф/(х)<1Х‘2 < Н / Н ^ ^ З Л  <  ОО.
Jo 7 Аж* ;
Итак, для каждой полосы (г =  1, 2 , . . .  , ТУ) и каждого 71 =  1, 2 , . . .  , а  
при 0 < д < о о , 1 < р < о о  построен конечный набор точек 0 =  ж^Дтх) < 
<  х\^тх) < ••• < Х х ^ Т1^  =  1, удовлетворяющий рекуррентным соотношени­
ям (5.1).
С л у ч а й  Б :  0 < д < р  =  о о . В  частности, сюда относится и слу-
т т  Г 7 /чай р  =  сю, д =  оо. Последовательность точек |ж ф (т!) |  при каждом
г =  1, 2 , . . .  , N  и при каждом тх =  1, 2 , . . .  , а  будем определять с помощью 
рекуррентного процесса, аналогичного описанному в разделе 4. По предпо­
ложению / ( х ) Е Поэтому функция Д щ /  (яд,# 2) _ измеримая, огра­
ниченная на / 2, вообще говоря, разрывная.
Положим для любого хх Е [0,1]
/ га (хх) =  е55 вир _ Т)а д /(а?! ж2) . (5.3)
При каждом г =  1, 2 , . . .  , N  это -  измеримая, ограниченная функция.
Далее положим для любой точки хо Е [0,1] при хх > жо:
С Д а Д  =  ( х г -  жоД езй эир /*(*). (5.4)
жо<£<Ж1
Ясно, что эта функция определена на промежутке (жо, 1]? не убывает на этом 
промежутке и непрерывна слева в каждой точке этого промежутка. Есте­
ственно полагать (хо) =  0 .
Положим х^(тх) =  0. Если точки х^(тх) < х\^тх) < ••• < х ^ 1(тх) < 1 
уже построены, то в качестве ж^фтД возьмем
Д . ( п )  =  т а х Ц х  | Д Щ х )  < Д ж Щ  Д (1 )} , (5.5)
108
А. А. Меленцов. Приближения билинейными функциями
где xq меняется от шага к шагу и здесь, в (5.5), xq =  х Зи 1(тх). Отметим, 
что выражение ^о(1)> входящее в (5.5), совпадает с [Дж^ 1 | |/ ||^ а  (п^)*
Поэтому в случае | | / | |La (nf )  =  учитывая, что F*Q(x 1) < F^(x i) < Е0г(1), 
получим х\^т\)  =  1. При | | / | |La (Пл^ ф 0, если F  g (х \) возрастает на [0,1]
до величины большей, чем [Дж^ 1 Tq(1), условие (5.5) при j  =  1 определит 
точку ж Д тД  < 1. Если же Fq(xx) не достигнет величины [Дж^ 1 F  g(l),  т0? 
в силу (5.5), будем иметь х\фт\) =  1. Если ж Д тД  < 1, то условие (5.5) при 
j  =  2 аналогичным образом определит следующую точку х\фт\) G (æ^(t i ) ,  1] 
и т. д.
Покажем, что процесс построения точек х 3и (тх) конечен. В случае когда 
II/Hz/* (uN) =  ^ или Н =  0, он обрывается на первом шаге. Допустим, что
получена точка х\^{т\) < 1. Тогда, в силу (5.5), при любом е G (0,1 — х 3ц{т\)\ 
будем иметь при xq =  x Ju  1( ti):
F ^ ( 4 i ( r 1) + e ) > \ A x l \ T lF ^ ( l ) ^ 0 .
Отсюда и из (5.4) следует, что величина ess  sup fa (t)  Д 0 не пре-
xJ1~ 1(r1)< t < x Jl i (r1)
восходит Eq(1). Поэтому
A œ ii(ri)
Г! |A æ l|Tl .FÙ l) , , |Т1
+ е) > ------------- ^----- 0V } > А Д
ess sup p a (t) 1 1
^ ■ 1(Ti)<t<xii(n)
Устремляя £ к 0, получаем, что при х 3и (тх) < 1 выполняется неравенство 
ДягДт].) > \ А х г2\ > 0. Отсюда видно, что через конечное число АДтД шагов
процесс закончится и мы будем иметь х - ^ г Т^1\т \)  =  1.
Таким образом, при конечных р, д (0 < д < оо, 1 < р  < оо) и каждом 
АТ =  1 , 2 , . . . ,  построено конечное число N  < N  полос
Пг =  {(^1, х 2) I Д т 1 < < Хг2 , 0 < Х\  < 1} (г =  1, 2 , . . . ,  Щ
и для каждой полосы П  ^при каждом т\ =  1, 2 , . . .  , а  построен конечный набор 
из ЛДтД точек:
0  =  ж 1 г ( п )  <  ® 1 г ( п )  <  • • •  <  ж й <(71)( п )  =  1,
разбивающих отрезок [0 , 1] на АД71) промежутков и соответственно каждую 
полосу П  ^ -  на ЛДтД прямоугольников. Организуем при любом фиксирован­
ном наборе (р, д, Л/", г) из этих а  разбиений (тх =  1, 2 , . . .  , а) одно единственное 
разбиение каждой полосы Щ на прямоугольники следующим образом.
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При каждом г =  1 , 2 , . . . ,  N  (И  =  / ,р ,  д)) упорядочим полученное
множество точек
из отрезка 0 < х \  < 1 по возрастанию, считая при этом совпадающие точки 
одной точкой. Число полученных различных точек будет меньше чем
^2 ^ г ( ч ) -  Переобозначим полученную последовательность точек х ви  через 
т  1 =  1
2 , 3 , . . .  , ТУд а в качестве разбиения Я ^  (1-2) рассматривается совокупность 
этих прямоугольников. По построению последовательности (5.7) для любого 
5 =  1, 2 , . . .  , N 1 и любого т\ =  1, 2 , . . .  , а  найдется натуральное j  =  j ( s ,  т\)
которое, в силу (5.1), при ] < ЛДтД — 1 выполняется со знаком равенства. 
Очевидно, что при замене интервала А х 3и (т1) на вложенный в него меньший 
интервал левая часть в этом неравенстве может только уменьшиться и, следо­
вательно, для любого 5 =  1, 2 , . . .  , N 1 при 0 < д < оо, 1 < р < оо справедливо 
неравенство
{х и ( т1) I 0 < 3 < м ( п ) ,  1 < П < а} (5.6)
а
0 =  ж1г < ж1г < "  ' < х и  =  1 или { Д З  ( •§ =  1,2, . . . ,Л Д  . (5.7)
Далее через П д обозначается прямоугольник А х 3и  х Дж2? где А х \  =  (жД1, ж2]
(г =  2 , 3 , . . . ,  IV) и А Д  =  [Д , Д ], Д аД  =  [ДДаД ] и Д аД  =  (аД  \ а Д  для  1 =
Д =  1, 2 , . . .  , ЛДтД) такое, что Дж^ С А х 3и (т\). По построению точек х 3и (т\), 
для интервала А х 3и (т1) при 0 < д < оо, 1 < р < оо выполняется условие
< |Джг2 О а,р/(х)(1х2 . (5.9)
Формируя таким же образом набор (5.7) из наборов
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т\ =  1, 2 , . . .  , <т, в случае 0 < q < р = оо вместо (5.9) будем иметь
Д Д Д е в з  эир Д * д / ( ж  1 ,Ж2) < |Ажг2 |Т1 | | / | |Ьа т ^ )  (5-10)
00^  г '
Объединяя конструкцию раздела 4 разбиения квадрата / 2 на полосы 
(г =  1 , 2 , . . . ,  АТ, где АТ =  АТ (АГ,р, </, а , / ) )  с конструкцией этого раздела по­
строения точек (5.7), разбивающих каждую полосу Щ на прямоугольники 
ГЦ прямыми Х\ = х { р  и Х\ — Д  С =  1, 2 , . . . ,  М , где М  =  М  (IV,.Р, « , / ) ) ,
получим требуемое разбиение
<  =  { 1 Щ  .7 =  1 , 2 , . . . , М;  г =  1, 2 , . . . , Л }  (5.11)
квадрата 12 на прямоугольники, для которого справедлива следующая
Л емма 5.1. Пусть  {П  ^ | г =  1, 2 , . . . ,  А/"} -  разбиение квадрата 12 на полосы 
Пг =  { (^ 1, ^ 2) | 0 < х \  < 1,^2  £ из леммы  4.1. Пусть точки
{ Д г ( п )  | .7 =  1 , 2 , . . .  , М ( п )  -  1, Т1 =  1 , 2 , . . .  , а |
удовлетворяют рекуррентным соотношениям  (5.1) при 1 < р  < оо шш (5.5) 
при р  =  оо; начиная с ж^Дн) =  0 , и пусть  0 =  х ^  < • • • < =  1 -
разбиение отрезка [0,1] всеми эт ими точками. Далее ; пусть Я ^  -  разбие­
ние (5.11) квадрата I 2, получающееся делением каждой полосы Щ на пря-
N
моугольники  П д прямыми х \  =  х \ { =  1,2, . . . , А^  — 1), где К  =
  __ г=1
(АТ =  АТ (АГ,_р, д, <т, / )  <А/"). Тогда для разбиения Я ^  выполняются оценки
(5.9) тгргл 0 < д < оо; 1 < р < оо оценки (5.10) тгргл 0 < д < р =  оо.
6. Оценка наилучш их приближений функций класса 1¥ р ( 1 2) 
билинейными функциями
Пусть Я ^  (И  Е М) -  разбиение (5.11) квадрата / 2, построенное по ф унк­
ции / (ж) Е \¥ р (1 2) (1 < р < оо, <т Е М) и числам д Е (0, оо) и АТ Е N. Опреде­
лим на каждом прямоугольнике П д =  А х 3и  х А х 2 Е Я ^  многочлен Рд  (ж) =  
=  ( Щ Д )  (х) в соответствии с леммой 2.1 при П =  Пд. Тогда по лемме 1.1 
кусочно-полиномиальная функция дм(% Д)  =  Т к { х ) 1 совпадающая с (ж) 
при х  Е П д Е Р ^ ,  на всем квадрате I 2 принадлежит классу О м  функций 
вида (1.1) с М  =  А/а и, очевидно,
Ем (1,д)д < II/И (ж,/)||^(/2).
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Заготовленные в разделах 4 и 5 оценки последней величины позволя­
ют вывести и доказать следующий результат, полученный ранее при р < д 
М.-Б. А. Бабаевым, и вытекающий из него при q < р  с помощью неравенства 
Гёльдера.
Т е о р е м а  6 .1 . Д л я  любых 0 < д < о о ,  1 < р < о о  и любого натурального 
числа а  существует константа 0 < =  С2 (щ Щ 01) < оо такая; что для
любой функции  / ( х ) Е ]¥р(12) справедливо неравенство
Приведенная оценка на всем классе ]¥р(12) точна по порядку относитель­
но М  —>► оо. К ак отмечено во введении, ее значимой частью является метод 
доказательства этой теоремы, конструктивность которого легко позволяет 
переложить его в вычислительный алгоритм построения аппроксимирующей 
функции дм  ( х Д )  для любого натурального М  и любой функции из 1Т ^(/2).
Случай, когда ||/ | |ь « ( /2) — Ф тривиален, так как тогда (х) =  0, /  (х) 
представляет собой многочлен степени I =  а  — 1 по совокупности переменных 
и можно положить д м ( х Д )  =  /  (ж). При этом обе части неравенства (6.1) 
обратятся в 0. Поэтому будем в дальнейшем считать, что ||/ | |ь « ( /2) Ф 0- А для 
таких /  в леммах 4.1 и 5.1 построено разбиение Я ^  и определена билинейная 
функция дм  (ж, / ) ,  удовлетворяющая лемме 5.1.
Подставим оценки (5.9) и (5.10) в правые части неравенств (3.2), (3.3) и
(3.4) соответственно. При 0 < д < оо, 1 < р  < оо получаем
(6 .1)
II} { х ) - д м  ( ®. / )Щв(/2) <
Таким образом, при 0 < д < о о ,  1 < _ р < о о ,  учитывая, что ^2 А х 3и — 1 и
.7 =  1
:г2 | ^ ~ + Т2+т1)
\т\=а
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получаем
II/(ж) -  дм (®,/)11ьв(/2) <
< С { а  + 1)* ^ | Д 4 |9(« "?+ в) ^  4х2 ^ ^ { х Ц х г  | | . (6.2)
У читывая условия (4.1), получаем отсюда при 0 < д < оо, 1 < р < оо оценку
т. е.
I I / - 9 м \ \ ь ч{р) < С ( а  + 1)? ^ 2 e N J J ^ D aJ>f(x )dxJ  =
=  С '(а  +  1)Ц ]У 0 Л Ч 1/ | | ^ ( / 2) , где 0 ^  =
II/(ж) -  дм (ж,/)||ь<г(/2) < Сг (а +  1)  ^^ а \\/\\Ьа{р ), (6.3)
где N  (I +  1) =  М . Д ля чисел М  вида N  (I +  1) неравенство (6.1) с константой 
С2 =  С\ (а  +  1)« (/ +  1)а при 0 < д < о о ,  1 < р < о о  доказано.
Д ля завершения доказательства теоремы 6.1 в этом случае достаточ­
но заметить, что при (/ +  1) N  < М  < (/ +  1) (Л/" +  1) верно неравенство 
Е м  (1 ,д)д У Е у+ 1}н ( / ,д )  . Отсюда и из оценки (6.3) вытекает неравен­
ство (6.1) при М  > I +  1 с константой С2 =  Ст (а  +  1)« (/ +  1)а < М  < 
<  (/ +  1)(Ж  +  1) .
Рассмотрим теперь случай, когда 0 < д < р =  оо. Подставим оценки (5.10) 
в (3.3) . Получим
II/(ж) -  дм ( ж , / ) 11д 9( / 2) <
< С 1
ЛГ
У  У  У  А-гЬ| 1Аж
\т\=аг=1 j = l
Учитывая, что ^  
7 =  1
Дяг?1г =  1, получаем
II/(ж) - 0 М (ж, /)Щ (^72)
/V
Е Е1ДИ
|т|=а г=1
19(4“ )
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Далее из условия (4.1) при выборе разбиения квадрата 12 на полосы из 
последнего неравенства находим
(х) -  дм { x J ) \ \Lq{P) < Ci Y  у х С Н д д 1Д/ (
\т\=а г=1
=  CliV 6 +“) l l / l l b ^ n f ) N* {а +  1)* =  Ci (« +  1)« N~ igo (n f) •
Таким образом, и в рассматриваемом случае 0 < д < р =  оо при М  =  (/ +  1) N  
справедливо неравенство 6 .2), а, значит, и теорема 6 .1.
Рассмотрим последний случай: д =  р =  оо. Оценку (5.10) подставим в 
правую часть неравенства (3.4). Получим, с учетом условия (4.4),
W f ( x ) - g M ( x J ) \ \ La>{n)< c Y :
\т\=а 1< i < N
A x lн |дДГ2 La (^оо \ г
=  С  )  шах
^  l < j < N i  
\ t \ = o l  l < i < N
A x ii <
^  ^ " e ll^«,i/IU=o(/*) =  C (a  + l ) N ~ a
\т\=а l < i < N
Ьоо(Я).
Повторение рассуждений, приведенных в конце доказательства для случая 
0 < д < о о , 1 < р < о о  заканчивает доказательство оценки (6.1). При р < д 
точность оценки вытекает из результатов М.-Б. А. Бабаева.
Автор выражает искреннюю благодарность своему научному руководи­
телю профессору Н. И. Черных за постановку задачи и большую помощь в 
работе.
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